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Ending Partisanゲーム

•終了局面の帰結類がℒ，ℛのいずれかである．

•終了局面が複数局面の直和である場合，ℛ局面の個数が偶数個
であればℒ局面，奇数個であればℛ局面となる．（ℒ局面の個数
は影響しない）

• Conwayの非不偏ゲームのように局面を表記できないか．
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Ending Partisanゲーム

•終了局面の帰結類がℒ，ℛのいずれかである．
• 終了局面を∗ 𝐿,∗ 𝑅とする．

•終了局面が複数局面の直和である場合，ℛ局面の個数が偶数個
であればℒ局面，奇数個であればℛ局面となる．（ℒ局面の個数
は影響しない）
• ∗ 𝑳 +∗ 𝑳 =∗ 𝑳,∗ 𝑳 +∗ 𝑹 =∗ 𝑹,∗ 𝑹 +∗ 𝑳 =∗ 𝑹,∗ 𝑹 +∗ 𝑹 =∗ 𝑳という代数規則
を導入する．

• Conwayの非不偏ゲームのように局面を表記できないか．



基本的定義

•定義１（局面）．
• ∗ 𝐿と∗ 𝑅は局面である．これらを終了局面という．

• 𝐺1, … , 𝐺𝑛が局面であるとき，{𝐺1, …𝐺𝑛}も局面である．

•定義２（直和）．
• ∗ 𝐿 +∗ 𝐿 ≅∗ 𝐿,∗ 𝐿 +∗ 𝑅 ≅∗ 𝑅, ∗ 𝑅 +∗ 𝐿 ≅∗ 𝑅, ∗ 𝑅 +∗ 𝑅 ≅∗ 𝐿とする．

• 𝐺,𝐻の少なくとも１つが終了局面でないとき，

𝐺 + 𝐻 ≅ {𝐺1 + 𝐻,… , 𝐺𝑛 +𝐻,𝐺 + 𝐻1, … , 𝐺 + 𝐻𝑚}とする． ＋ ∗ 𝐿 ∗ 𝑅

∗ 𝐿 ∗ 𝐿 ∗ 𝑅

∗ 𝑅 ∗ 𝑅 ∗ 𝐿



基本的定義

•定義３（帰結類）．
• ∗ 𝐿 ∈ ℒ, ∗ 𝑅 ∈ ℛとする．

• 局面𝐺 ≅ {𝐺1, … , 𝐺𝑛}について，
• ある𝐺𝑖が存在して𝐺𝑖 ∈ ℒ ∪ 𝒫かつ，ある𝐺𝑗が存在して𝐺𝑗 ∈ ℛ ∪ 𝒫のとき𝐺 ∈ 𝒩

• ある𝐺𝑖が存在して𝐺𝑖 ∈ ℒかつ，任意の𝐺𝑗について𝐺𝑗 ∈ ℒ ∪𝒩のとき𝐺 ∈ ℒ

• ある𝐺𝑖が存在して𝐺𝑖 ∈ ℛかつ，任意の𝐺𝑗について𝐺𝑗 ∈ ℛ ∪𝒩のとき𝐺 ∈ ℛ

• 任意の𝐺𝑖について𝐺𝑖 ∈ 𝒩のとき𝐺 ∈ 𝒫

とする．

• 局面𝐺の帰結類を𝑜(𝐺)とする．

• 帰結類の半順序関係をℒ > 𝒩 > ℛ, ℒ > 𝒫 > ℛ,𝒩 ∣∣ 𝒫とする．



基本的定義

•定義４（等価）．
• 任意の局面𝑋について，𝑜 𝐺 + 𝑋 = 𝑜(𝐻 + 𝑋)のとき，かつそのときに
限り，𝐺 = 𝐻と書く．

•定義５（共役）
• ∗ 𝐿 ≅∗ 𝑅, ∗ 𝑅 ≅∗ 𝐿とする．

• 任意の局面𝐺 ≅ {𝐺1, … , 𝐺𝑛}について， ҧ𝐺 ≅ {𝐺1, … , 𝐺𝑛}とする．

（ ∗ 𝐿と∗ 𝑅をすべて入れ替えた局面）



性質

•性質６．
• 𝐺 + 𝐺 ∈ ℒ ∪ 𝒫, 𝐺 + ҧ𝐺 ∈ ℛ ∪ 𝒫が成り立つ．

•性質７．
• もし𝐺 ≅ ҧ𝐺なら，𝐺 + 𝐺 ∈ 𝒫となる．

•性質８．
• 𝐺 +∗ 𝐿 ≅ 𝐺, 𝐺 +∗ 𝑅 ≅ ҧ𝐺である．すなわち， ∗ 𝐿は単位元となる．



性質

•性質９．
• 𝐺 ∈ ℒかつそのときに限り𝐺 +∗ 𝑅 ∈ ℛである．

• 𝐺 ∈ ℛかつそのときに限り𝐺 +∗ 𝑅 ∈ ℒである．

• 𝐺 ∈ 𝒫かつそのときに限り𝐺 +∗ 𝑅 ∈ 𝒫である．

• 𝐺 ∈ 𝒩かつそのときに限り𝐺 +∗ 𝑅 ∈ 𝒩である．

•定理１０．
• 任意の元𝐺に対して，𝐺 + 𝐺′ =∗ 𝐿となる元𝐺′が存在するとは限らない．

• 例：{∗ 𝐿,∗ 𝑅}．



性質

• {∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′ =∗ ℒとなる𝐺′が存在しないことの証明．
• 背理法で示す． {∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′ ∈ ℒとなる𝐺′が存在するとして，もっと
も誕生日の小さい（ゲーム木の低い）ものを取る．

• このとき， 𝐺′の任意の選択肢𝐺′′について，誕生日の最小性から， {∗
𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′′ ∈ 𝒩 ∪ 𝒫 ∪ ℛであり， {∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′ ∈ ℒから{∗ 𝐿,∗ 𝑅} +
𝐺′′ ∈ ℒ ∪𝒩である．両者を見て{∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′′ ∈ 𝒩が成り立つ．

• 一方{∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′ ∈ ℒなので{∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′の少なくとも１つの選択肢は
ℒに属さなければならない．だが ∗ 𝐿 + 𝐺′ ∈ ℒなら ∗ 𝑅 + 𝐺′ ∈ ℛであり
∗ 𝑅 + 𝐺′ ∈ ℒなら∗ 𝐿 + 𝐺′ ∈ ℛなので{∗ 𝐿,∗ 𝑅} + 𝐺′の少なくとも１つの選
択肢がℛに属すことになり矛盾する．



性質

•定義１１（半順序）．
• 任意の𝑋に対して𝑜 𝐺 + 𝑋 ≥ 𝑜(𝐻 + 𝑋)のとき， 𝐺 ≥ 𝐻とする．

• 任意の𝑋に対して𝑜 𝐺 + 𝑋 ≤ 𝑜(𝐻 + 𝑋)のとき， 𝐺 ≤ 𝐻とする．
• 𝐺 ≥ 𝐻かつ𝐺 ≤ 𝐻のとき，𝐺 = 𝐻となる．

• 𝐺 ≥ 𝐻かつ𝐺 ≤ 𝐻でないとき， 𝐺 > 𝐻とする．

• 𝐺 ≥ 𝐻でなく、かつ𝐺 ≤ 𝐻のとき， 𝐺 < 𝐻とする．

• 𝐺 ≥ 𝐻でなく、かつ𝐺 ≤ 𝐻でないとき， 𝐺 ∣∣ 𝐻とする．

•性質１２．
• 任意の𝐺において，𝐺 > 𝐻となるような𝐻は存在しない．

• つまり，任意の𝐺,𝐻に対して，𝐺 = 𝐻または𝐺||𝐻のみが成り立つ．



性質

•性質１２の証明
• 𝑜 𝐺 + 𝑋 > 𝑜(𝐻 + 𝑋)を仮定する．

• 𝐺 + 𝑋 ∈ ℒ,𝐻 + 𝑋 ∈ 𝒩 ∪ 𝒫 ∪ ℛのとき，𝑋′ ≅ 𝑋 +∗ 𝑅とすると， 𝐺 +
𝑋′ ∈ ℛ, 𝐻 + 𝑋′ ∈ 𝒩 ∪ 𝒫 ∪ ℒなのでo 𝐺 + 𝑋′ < 𝑜(𝐻 + 𝑋′)である．

• 𝐺 + 𝑋 ∈ 𝒩 ∪ 𝒫,𝐻 + 𝑋 ∈ ℛのとき，𝑋′ ≅ 𝑋 +∗ 𝑅とすると， 𝐺 + 𝑋′ ∈
𝒩 ∪ 𝒫,𝐻 + 𝑋′ ∈ ℒなのでo 𝐺 + 𝑋′ < 𝑜(𝐻 + 𝑋′)である．

• したがって， 𝑜 𝐺 + 𝑋 > 𝑜(𝐻 + 𝑋)のときある𝑋′が存在してo(
)

𝐺 +
𝑋′ < 𝑜(𝐻 + 𝑋′)となるので， 𝐺 > 𝐻が成立することはない．



性質

•定義１３．
• ∗ 𝐿0 ≅∗ 𝐿,∗ 𝐿𝑛 ≅ {∗ 𝐿𝑛−1, … ,∗ 𝐿0}とする．また∗ 𝑅0 ≅∗ 𝑅,∗ 𝑅𝑛 ≅

{∗ 𝑅𝑛−1, … ,∗ 𝑅0}とする．

•定理１４．
• 𝐺 ≅ {∗ 𝐿𝑎1 , … ,∗ 𝐿𝑎ℓ}とする．𝑚 = mex({𝑎1, … , 𝑎ℓ})のとき，𝐺 =∗ 𝐿𝑚とな
る．

•系１５．
• ∗ 𝐿𝑎1 +∗ 𝐿𝑎2 =∗ 𝐿𝑎1⊕𝑎2

• ∗ 𝐿𝑎1 +∗ 𝑅𝑎2 =∗ 𝑅𝑎1⊕𝑎2

• ∗ 𝑅𝑎1 +∗ 𝑅𝑎2 =∗ 𝐿𝑎1⊕𝑎2



性質

•定義１６．
• ※𝑛 ≅ {∗ 𝐿𝑛−1,∗ 𝑅𝑛−1, … ,∗ 𝐿0,∗ 𝑅0}とする．

•定理１７．
• 𝐺 =※𝑎1 +⋯+※𝑎𝑛 +∗ 𝐿𝑏1 +⋯+∗ 𝐿𝑏ℓ +∗ 𝑅𝑐1 +⋯+∗ 𝑅𝑐𝑟 , 𝑎1 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛
とする．このとき次が成り立つ．

𝑜(𝐺) =

ℒ (𝑛 = 0, 𝑟が偶数のとき)

ℛ(𝑛 = 0, 𝑟が奇数のとき)

𝒩(𝑛 = 1のとき)

𝒩(𝑛 ≥ 2, 𝑎3⊕⋯⊕𝑎𝑛 ⊕𝑏1⊕⋯⊕𝑏ℓ⊕𝑐1 ⊕⋯⊕ 𝑐𝑟 ≠ 0のとき)

𝒫(𝑛 ≥ 2, 𝑎3⊕⋯⊕𝑎𝑛 ⊕𝑏1⊕⋯⊕𝑏ℓ⊕𝑐1 ⊕⋯⊕ 𝑐𝑟 = 0のとき)



性質

•定義１８．
• ∗′ 1 ≅ {∗ 𝐿0,∗ 𝑅0},∗

′ 𝑛 ≅ {∗′ 𝑛 − 1 ,… ,∗′ 1,∗ 𝐿0,∗ 𝑅0}とする．

•定理１９．
• ∗′ 𝑎1 +⋯+∗′ 𝑎𝑛 ∈ 𝒫 ⟺ 𝑎1 ⊕⋯⊕𝑎𝑛 = 0となる．

•定理２０．
• ∗′ 𝑎 +∗′ 𝑏 +∗ 𝐿𝑐 ∈ 𝑃 ⟺ 𝑎 − 1 ⊕ 𝑏 − 1 ⊕ 𝑐 = 0
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